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RESUMO

Este trabalho trata da aplicacdo de uma abordagem via modelo de erro de aproximacéo
na estimativa da funcéo de fluxo de calor de contorno em um problema inverso de
biotransferéncia de calor. Em geral, os modelos completos envolvendo biotransferéncia
de calor tem alto custo computacional. O objetivo deste trabalho é utilizar um modelo
reduzido, baseado na equagdo classica de conducdo de calor, em conjunto com
técnicas de inferéncia Bayesiana, visando estimar parametros e fungdes em um
problema biolégico. A partir de medi¢gbes simuladas, geradas pela solugdo de um
modelo completo, as estimativas no problema inverso séo obtidas aplicando o Método
Monte Carlo com Cadeia de Markov envolvendo um modelo reduzido e um modelo de
erro de aproximacdo. Os resultados apresentados mostram que a técnica utilizada
gerou resultados acurados, permitindo estimar o fluxo de calor em um problema
biologico, utilizando um modelo de mais baixo custo computacional, que neste caso
tratava-se de uma equacédo de conducao de calor classica.

Palavras-chave: Biotransferéncia de calor. Problema inverso. Estimativa de fung¢es.
Modelo de erro de aproximacao.

ABSTRACT

This work deals with the application of the approximation error model in the estimation
of the boundary heat flux function in an inverse bioheat transfer problem. In general,
complete models involving bioheat transfer have a high computational cost. The
objective of this work is applying a reduced model, based on the classical heat
conduction equation, together with Bayesian inference techniques in order to estimate
parameters and functions in a biological problem. From simulated measurements,
generated by the solution of a complete model, the estimates in the inverse problem are
obtained by applying the Monte Carlo Method with Markov Chain involving a reduced
model and an approximation error model. The results reveals that the technique used
was capable to produce accurate results, allowing the estimation of the heat flux in a
biological problem, using a small computational time model, which in this case was a
classical heat conduction equation.

Keywords: Bioheat Transfer. Inverse Problem. function estimation. Approximation Error
Model.
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1. INTRODUCAO

Problemas inversos apresentam importante e extensa aplicabilidade para a
engenharia e as ciéncias em geral, sendo técnicas de solucdo amplamente utilizadas em
estudos que envolvem biotransferéncia de calor (ORLANDE, 2021; AGHAYAN et al., 2013;
ALAEIAN; ORLANDE, 2017; LOIOLA; ORLANDE; DULIKRAVICH, 2018). Problemas
inversos em transferéncia de calor sdo aplicados tipicamente em situacdes em que néo é
possivel realizar uma medicao direta de quantidades de interesse, como de propriedades
termofisicas, fun¢cdes com variagcdo espacial ou temporal envolvendo fluxos de calor,
coeficientes de troca térmica, etc (ORLANDE, 2012; OZISIK; ORLANDE, 2021). Como
exemplos de aplicacdes, pode-se citar trabalhos envolvendo a identificacdo de tumores
(ROJCZYK et al., 2017), analise de dano térmico em tecidos tratados por ablacdo a laser
(LOIOLA et al.,, 2020) e estimativas de propriedades fisicas presentes em modelos
matematicos aplicados a estimulacdo cerebral profunda (Deep Brain Stimulation - DBS)
(JARDIM et al., 2020).

Na abordagem Bayesiana os parametros do problema sdo modelados como variaveis
aleatdrias onde a incerteza associada a estes parametros, e sobre as varidveis observaveis,
€ codificada por meio das distribuicdes de probabilidade das quantidades de interesse
(ORLANDE, 2021; KAIPIO & SOMERSALO, 2004). Para fazer inferéncia sobre a
distribuicdo a posteriori € aplicado o teorema de Bayes que possibilita entre outras técnicas
Bayesianas de estimacdo, o método Monte Carlo com Cadeia de Markov (Markov Chain
Monte Carlo - MCMC). Nesse método, as propriedades das cadeias de Markov séo
utilizadas de modo que a distribuicdo de probabilidade a posteriori dependa somente do
estado atual e ndo de toda a sequéncia de informacdes dos estados que a precederam
(KAIPIO & SOMERSALO, 2004; ORLANDE, 2012; ROJCZYK et al., 2017; LOIOLA et al.,
2020). Este método vem sendo largamente utilizado nos dltimos dez anos e entre suas
vantagens, destaca-se a forma natural com que uma analise sob incerteza pode ser
realizada nestas abordagens (ORLANDE, 2021). Entretanto, o Método MCMC envolve
tipicamente um grande esforco computacional o que muitas vezes podem impossibilitar a
utilizacdo do mesmo. Para superar esta limitagdo, diferentes novas abordagens na
inferéncia Bayesiana vém sendo propostas, muitas delas com o objetivo de permitir o uso
de modelos reduzidos na solucéao de problemas inversos (DAMIEN et al., 2013; FRIGUIS
et al., 2021; KAIPIO; SOMERSALO, 2005; LAMIEN; BARRETO ORLANDE; ENRIQUE
ELICABE, 2017; NISSINEN et al., 2009; OZISIK; ORLANDE, 2021; PONTES et al., 2021).
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Desta forma, construindo um modelo para os erros de aproximacao e contabilizando-
0S no processo de estimacao é possivel obter resultados no método MCMC a partir de um
modelo mais simples e computacionalmente mais rapido, mas que leva em conta as
caracteristicas do modelo completo. Estes modelos sdo denominados como Modelos de
Erro de Aproximacao (Aproximation Erro Model — AEM) (DAMIEN et al., 2013; FRIGUIS et
al.,, 2021; KAIPIO; SOMERSALO, 2005; LAMIEN; BARRETO ORLANDE; ENRIQUE
ELICABE, 2017; NISSINEN et al., 2009; OZISIK; ORLANDE, 2021; PONTES et al., 2021).

Neste trabalho, o AEM € usado para compensar os erros de modelagem relacionados
ao uso de um modelo reduzido baseado num problema de conducéo de calor puro e um
modelo completo que envolve a conduc¢éo de calor em um sistema biol6gico modelado pela
equacao de Pennes (PENNES, 1948). Tipicamente, os trabalhos encontrados na literatura
aplicam o AEM sendo associado a biotransferéncia de calor por meio de filtros Bayesianos.
Além disso, a literatura atual mostra poucos trabalhos onde as solu¢des da equacéo de
biotransferéncia de calor tenha sido resolvida pelo método GITT (COTTA et al., 2010).
Neste trabalho, o método AEM foi aplicado na equacdo de Pennes, o problema direto foi
solucionado pela técnica GITT em conjunto com o método MCMC com o objetivo de
identificacdo de uma funcdo temporal de fluxo de calor de contorno. O problema inverso &
entao resolvido utilizando a equacéo classica de conduc¢éo de calor e os efeitos do erro de
modelo séo incluidos por meio do AEM. Os resultados do problema inverso utilizando o
MCMC para a estimativa de um fluxo de calor aplicado na superficie do problema séo

apresentados considerando medi¢des de temperatura simuladas.

2. METODOLOGIA

Nesta se¢do sao apresentados os problemas fisicos com duas diferentes formulacfes
matematicas, as solucdes obtidas para os problemas direto e inverso e a aplicacdo do

modelo de erro de aproximagao.

2.1 Problema Fisico e Modelos Matematicos
2.1.1 Modelo Completo

Considera-se neste trabalho como modelo completo, um problema de conducao de
calor em um sistema biolégico num periodo pré-ablacdo. A camada de tecido tem
espessura definida como H e troca calor por convecgdo com um meio externo cujo

coeficiente de troca térmica e a temperatura sao, respectivamente, hy, € T,
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Considera-se ainda que é aplicado um fluxo de calor, g(t), na face externa do tecido.
Devido a capilaridade sanguinea, assume-se, no contorno em x = 0, que a temperatura
interna permanece constante e igual a uma temperatura arterial T,. Este problema pode ser

modelado de matematicamente de forma geral pelas seguintes equacdes (PENNES, 1948):

OT(xt) _ | 0°T(x 1)

pcp ot x2 + prp,bwb [Tb - T(x: t)] + Qmet + Qext' 0<x<Het>0 (1)

T(x,t) =Ty, x=0et >0 (2)
dT (x,t)

szhw[Tw—T(x,t)]+g(t), x =Het >0 3

T(x,t) = Ty, 0<x<Het =0 (4)

onde p, C, e k sao, respectivamente, a densidade, o calor especifico e a condutividade
térmica da pele, C, , e p, S0, respectivamente, o calor especifico e a densidade do sangue,

wy, é a taxa de perfusdo sanguinea, T, € a temperatura arterial interna, Q,,., € a taxa

metabdlica do tecido e Q... € um termo fonte associado ao aquecimento de tecidos

biologicos, que pode ser associado por exemplo a um laser (LOIOLA et al., 2020).
2.1.2 Modelo Reduzido

Considera-se como modelo reduzido, um meio de espessura H, inicialmente com
temperatura uniforme T,. A superficie em x = 0 tem temperatura constante de T,. A
superficie em x = H troca calor por convec¢ao com um meio a temperatura T,,. € coeficiente
de transferéncia de calor h.,. Além disso, é aplicado um fluxo de calor, g(t). Este problema
pode ser modelado matematicamente pelas seguintes equagodes:
10T(x,t) 02T (x, t)

ot ES R 0<x<Het>0 (5)
T(x,t) =Ty, x=0et >0 (6)
T (x,t)

kT = hoo| To — T(x,t)] + g(2), x =Het >0 @)
T(x,t) = T, 0<x<Het=0 (8)

k ~ . . -
onde a = e onde p, C, e k séo, respectivamente, a densidade, o calor especifico e a
p

condutividade térmica.
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2.2 Solucao do Problema Direto
2.2.1 Modelo Completo

O problema direto associado com o modelo completo foi resolvido via técnica da
transformada integral generalizada. Desta forma, visando melhorar a convergéncia da
solucdo do problema direto, inicialmente € aplicado um filtro na forma (COTTA, 1993;
COTTA; MIKHAILOV, 1997; KULACKI, 2018):

T(x,t) =T*(x,t) + T¢(x) 9
Com isso, a solucgéo para o problema filtro, T¢(x), € uma funcéo linear, dada por:

ho(Tw — Tp)

To(x) =T
PO =Ty + =%,

(10)

A solucdo para o problema filtrado, T*(x,t), € obtida aplicando o método da
transformada integral generalizada (Generalized Integral Transform Technique - GITT).
Considerando a equacdo homogénea associada a equacdo filtrada, o problema de
autovalor de Sturm-Liouville ter4 solucdo dada por (COTTA et al., 2018):

@i(x) = sen(p;x) (11)

(o]

Bicot (B;H) = — . (12)

O par de transformacéo integral, em termos das autofuncdes normalizadas, @;(x), é
descrito por (COTTA et al., 2018):

H

Transformada: T;(t) = %f @;()T*(x,t)dx (13)
0

Inversa: T*(x,t) = z T;(t) @;(x) (14)

sendo

i) = 27 (1)

e

1 H
N; =Ej0 @;*(x)dx (16)
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A determinacéo de T;(t) sera a partir de uma transformacao integral no problema

original. Operando a equacéo principal e a condi¢éo inicial obtém-se o seguinte problema
transformado

diéit) +aB?Ti(0) = gi(6, T;(®)), i=123,.. (17)
T(0)=f, i=123 .. (18)
com
1 H
fi== [ GolT, - Tr00ax (19)
0
g(tT(0)=ag"tT() - gt T.(0) (20)
H
_ 1 ) )
g (tT;(®) = - f G O{Cppwp[Ty — T*(x,t) = Tr()] + Omer + Qexe Jdx (21)
0
g cos(Bix) — sen(Bi)]
g (. Ti(®) = (22)

G

Por fim, somando Tr(x) a T"(x,t), obtém-se a solugéo final completa. Além disso,
todos os somatdérios das equacdes descritas nessa subsecao sao truncados em uma ordem

N grande o suficiente para se obter a precisdo de convergéncia necessaria.

2.2.2 Modelo Reduzido

A solucéo do problema reduzido foi obtida empregando os mesmos passos descritos
na secao anterior, considerando g‘l-**(t, Ti(t)) = 0, pois o problema reduzido ndo tem em
sua formulag&o os termos associados ao termo fonte e a contribuicdo de energia devido a
interacdo entre o tecido biolégico e o sangue arterial (COTTA et al., 2018).

Para os casos onde g(t) € constante, é possivel resolver o modelo reduzido utilizando
método de separacdo de variaveis (BECKER, 2015; OZISIK, 1993). Nestes casos ha,

portanto, uma significativa reducédo de custo computacional.
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2.3 Solucao do Problema Inverso

O problema inverso visa a estimativa do fluxo de calor, g(t), aplicado a face externa
do tecido. Este problema sera resolvido, via inferéncia Bayesiana, considerando o teorema
de Bayes, dado por:

n(P)n(Y/P)
(Y)

onde n(P/Y) é a distribuicdo a posteriori, P representa os parametros do problema e Y

7(P/Y) = (23)

contém as temperaturas medidas w(P) é a densidade de probabilidade a priori dos
parametros e contém informacdes iniciais com relacdo as varidveis que se pretende
estimar. 7(Y/P) € a funcédo de verossimilhanca que contém a distribuicdo das variaveis
medidas em relacdo aquelas que se queira estimar. O denominador (Y) é a densidade de
probabilidade marginal das medicbes e desempenha o papel de uma constante de
normalizagcéo (KAIPIO & SOMERSALO, 2004; ORLANDE, 2012).

Assumindo que os erros de medicdo sdo variaveis aleatérias gaussianas
independentes, com média e desvio padrdo conhecidos, a funcao de verossimilhanca pode

Ser expressa como:
D 1 1
n(¥/P) = (2m) 2 |W|2Exp { =5 [Y = T®)I"W[Y - T(P)]] 24)

sendo T(P) a solucdo do problema direto, D o numero total de medidas experimentais e W
a matriz de covariancia dos dados experimentais (KAIPIO & SOMERSALO, 2004).
Para a solucao do problema inverso sera utilizado o método MCMC em conjunto com

o algoritmo Metropolis-Hasting, que pode ser resumido nos seguintes passos (KAIPIO;
FOX, 2011; KAIPIO; SOMERSALO, 2005; ORLANDE, 2012; OZISIK; ORLANDE, 2021):

1. Fazert = 0, e iniciar a cadeia com P?;

2. Gerar o candidato P* com distribuicéo q(P*/P%);

3. Avaliar probabilidade de aceitacdo calculando:
8 = min n(P*/Y)q(P‘/P")

n(Pt/Y)q(P"/P")

4. Gerar um numero aleatorio U com distribuicdo uniforme em (0,1);

(25)

5. Se U < B, aceita P* e faz Pt*1 = P*. Caso contrério, descarta P* e faz Pt*! =
P¢;

6. Voltar para o passo 2 e repetir o processo gerando a sequéncia {P,P?, ...,PVN }.
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Para os casos onde P* = Pt + € e com € sendo um vetor de variaveis aleatérias com
distribuicdo g, (g), sendo q(P*/P*) = q,(g), se a distribuicdo proposta for simétrica, isto é
q.(g) = q;(—¢) ou q(P*/PY) = q(Pt/P*), a Equacdo (25) se reduz a (OZISIK; ORLANDE,
2021):

. n(P*/Y)
p =min| e

Considerando um ndmero aleatorio, w;, obtido com uma distribuicdo Gaussiana com

(26)

média zero e desvio padréo {;, para a densidade de proposta tem-se:
* _ pt
P/ =P + w; (27)
Dessa forma, considerando a sequéncia {P1,P?, ...,P" }, apenas os estados apds a

convergéncia da cadeia para distribuicdo a posteriori deverdo ser mantidos para as

inferéncias estatisticas dos parametros estimados (OZISIK; ORLANDE, 2021).
2.4 Modelo de Erro de Aproximacao

No Modelo de Erro de Aproximacéo a aproximacao do erro de modelo € construida
de forma estatistica e representada como um erro adicional no modelo de medicéo.
Inicialmente, assumindo que as incertezas nas medi¢coes de temperatura sédo aditivas e
independentes dos parametros, o vetor de medidas experimentais é dado por (NISSINEN,
2011; NISSINEN et al., 2009; OZISIK; ORLANDE, 2021; PONTES et al., 2021):
Y=T,(P)+e (28)
onde T, (P) € a solugéo mais precisa do modelo, denominada solugdo do modelo completo.
O vetor de incertezas de medicéo, e, € assumido com distribuicdo normal, média zero e
matriz de covariancia conhecida W. Assim, a funcéo de verossimilhanca sera da forma da
Equacéo (24) com T(P) = T,(P). Considera-se agora que T,.(P,) seja a solugdo de um
modelo reduzido com um vetor de parametros, P,., que pode conter apenas alguns
elementos do vetor de parametros completo P, a Equacdo (28) pode ser reescrita da
seguinte forma (OZISIK; ORLANDE, 2021):

Y = T,(P,) + [T,(P) — T,(P,)] +e (29)
onde o erro entre o modelo completo e o modelo reduzido sera:

€(P) = T,(P) — T (P;) (30)
de forma que a Equacéo (29) pode ser reescrita como:

Y =T.(P,) +n(P) (31)
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onde

nP)=€e(P)+e (32)

Nesta abordagem, a funcdo de verossimilhanca da Equacdo (24) é reescrita da
seguinte forma (OZISIK; ORLANDE, 2021):

R(Y/P,) = (2n) ZIW, | 2Exp {3 IV ~ T,.(B,) — AW Y — T, (B,) — ] (33)

onde N = €, é a média de € ao considerarmos o chamado Enhanced Error Model que € uma
simplificacdo bem aceita e aplicavel em inUmeros problemas praticos do denominado
modelo de erro de aproximacdo completo (LAMIEN & ORLANDE, 2013; OZISIK &
ORLANDE, 2021).

A partir das solugdes diretas dos modelos completos e reduzidos, as amostras, €, do
erro de aproximacao, sua covariancia, W,, e sua média sao obtidas com (LAMIEN &
ORLANDE, 2013; OZISIK & ORLANDE, 2021).

€ = T,(Pw) — T (Pp)) (34)
Ny

1

= Vlz w (35)

3. RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste trabalho os resultados foram obtidos por meio de cédigos desenvolvidos no
software Wolfram Mathematicall.2. Os parametros do problema, considerados
deterministicamente conhecidos, estdo listados na Tabela 1, sendo g(t) o parametro que

se deseja estimar no problema inverso.

Tabela 1. Valores atribuidos aos parametros.

Parametro Valor Parametro Valor
To 25°C T, 37°C
ho 10 W/(m?K) Omet 170 W /m3
H 0,003 m wp 0,0028 s~1
p 1140 kg/m3 Pb 1000 kg/m3
Cy 3110 /(kgK) Cop 4100 J/(kgK)
k 0,512 W/(mK) Qext 0,0W /m?
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Assumindo um tempo final de tf = 30 segundos, primeiramente foi estudado um
problema considerando g(t) como sendo constante em todos os tempos. Medidas
simuladas de temperatura foram obtidas com a solucédo do problema direto completo, na
posicdo x = H, para diferentes instantes de tempo entre 0 e o tempo final, tf,
acrescentando-se a essas medidas erros experimentais com distribuicdo normal, média
zero e desvio padréo conhecido e de 0,05 °C. Posteriormente, o método MCMC foi aplicado,
utilizando o modelo reduzido, para obter uma primeira estimativa, sem nenhuma priori, para

Jrestimado & partir apenas das medidas. Considerando como estado inicial um valor de g =

500 % e desprezando os 1000 estados de burn-in, foi encontrada a média e o desvio padréo

. . w w
para a estimativa do fluxo de calor de contorno g, estimado = 780,3ﬁ =53 —

€ gy estimado
Em seguida, gerou-se 1000 valores aleatorios com média e desvio padrdo definidos
pela primeira estimativa para g, a partir da média e desvio padrao calculados anteriormente
como priori. Para cada novo g;) foram recalculadas as temperaturas obtidas nos problemas
diretos completo e reduzido. Assim, foi possivel calcular os valores da média do erro de
modelo, €. Lembrando que na abordagem aplicada neste trabalho 1 = € e utilizando agora
a Equacéo (33) para a funcao de verossimilhanca, o método MCMC foi aplicado novamente
para obter gesiimado CONSiderando o erro de modelo, e desta forma obter a solucdo do
problema levando em conta o erro de modelo. Na Figura 1 encontra-se a Cadeia de Markov
para o parametro estimado.
1100

1000

900 1

800 1

g(t), W/m?

700H 1

600 1

500 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000

Estados da Cadeia de Markov

Figura 1. Estados da Cadeia de Markov para gestimado = 1000,24 Y. considerando na

m2
solugéo do problema inverso o modelo reduzido.
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Na Figura 2(a) encontra-se o histograma gerado para os valores da cadeia de Markov
no intervalo entre os estados 5000 e 20000 e na Figura 2(b) o histograma gerado para 0s
valores da cadeia entre 5000 e 30000. Como os histogramas mantém as mesmas
caracteristicas, considera-se que houve boa convergéncia das cadeias de Markov.

Desprezando os 1000 primeiros estados de burn-in foi obtida a média de gestimado =
1000,24 % e desvio padraode g, . . =0,3 % Assim, a solucao apresenta erro relativo
percentual de 0,009%. O tempo computacional, neste caso, foi entorno de 2 horas em um

computador Intel CORE i7 com 8GB de memadria RAM.
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Figura 2. Histogramas para 0 caso COM Gegtimado = 1000,24 % considerando diferentes
nameros de estados da cadeia de Markov.

A Figura 3 mostra que o residuo entre as solugfes foi baixo e ndo correlacionado.
Assim, apds encontrar o erro de modelo, €, e de posse de medidas experimentais Y
relacionadas a um problema completo, é possivel obter boas estimativas para parametros
desconhecidos utilizando para isso um modelo reduzido de solucdo mais simples e em geral
computacionalmente mais rapida.
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Figura 3. Solugéo do problema completo obtida com gestimado € t€emMperatura experimental
simulada. (b) Residuo ao longo do tempo em x = H.
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Assumindo um tempo final de tf = 30 segundos, em um segundo caso teste, mais
desafiador, foi considerando fluxo de calor aplicado a face externa do tecido como uma
funcéo degrau, onde g(t) = 1000 % sel0s< t <20seg(t) =10 % caso contrario. A
simulacao foi realizada considerando os mesmos dados utilizados no caso anterior. Neste
segundo caso teste, considerou-se uma informacao a priori ndo informativa do tipo Total
Variation Funcion (OZISIK & ORLANDE, 2021).

Por meio da analise das Cadeias de Markov, considerando como estimativa inicial o
valor de g(t) = 500 % e desprezando os 5000 primeiros estados da cadeia de Markov

(burn-in), foram obtidas a média e o desvio padrdo para g(t) em 50 tempos discretos.
Novamente, considerou-se duas etapas na solucdo. Na primeira, obteve-se resultados sem
levar em consideracéo o erro de modelo e com estes resultados a média do erro de modelo
e sua matriz de covariancia foram obtidos e utilizados para uma nova estimativa, agora
considerando o erro de modelo. A Figura 4 mostra a Cadeia de Markov em dois instantes

de tempo, ja considerando o erro de modelo.
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Figura 4. Estados da Cadeia de Markov para gestimado (t) considerando na solucéo do
problema inverso.

Desprezando os 5000 estados de burn-in foi obtido gn¢qio(t) que pode ser visto na
Figura 5 juntamente com o fluxo de calor exato. E possivel notar que o fluxo estimado é
acurado e estd em torno do valor de fluxo exato. Na Figura 6 mostra-se o gréfico para a
solugéo do problema completo obtida cOm gestimado (t) considerando o erro de modelo,

juntamente com a temperatura experimental.
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Figura 5. Fluxo de calor aplicado a face externa do tecido, g(t), exato e estimado.
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Figura 6. (a) Solucdo do problema completo obtida cOm gestimado (t) € temperatura
experimental. (b) Residuo (diferenca entre a temperatura estimada e experimental) ao
longo do tempo em x = H.

4. CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho teve como finalidade avaliar a estimativa do fluxo de calor
aplicado na superficie de um tecido biol6gico, modelado pela equacdo classica de
biotransferéncia de calor. Com o intuito de diminuir o custo computacional, foi utilizando um
modelo reduzido baseado apenas na equacdo de conducdo de calor, na solucdo do
problema inverso via método MCMC, utilizando uma abordagem aplicando o método AEM
para levar em conta o erro entre os modelos. Analisou-se dois casos distintos, o primeiro
para um valor constante do fluxo de calor de contorno e um segundo com variagéao temporal
do fluxo de calor. Para o segundo caso, a Figura 6 mostra que a solugao encontrada oscila
em torno da solucao exata de forma acurada demonstrando em especial que a eficacia da
presente abordagem indica que outras técnicas de solucédo de problemas inversos, que
sejam baseadas apenas na equagao convencional de conducéo de calor, possam ser
empregadas futuramente neste tipo de problema.
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